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Re´sume´ :
On analyse, a` l’aide des modes non-line´aires, le comportement vibratoire des structures soumises a` des
conditions aux limites a` jeu. Les applications concernent les composantes des installations de centrale
nucle´aire. Dans cette perspective, on conside`re un syste`me a` un degre´ de liberte´ avec impact unilate´ral,
et un syste`me a` deux degre´s de liberte´ dote´ d’un contact bilate´ral. Pour ces deux proble`mes simples,
on compare des solutions analytiques de re´fe´rence et des solutions nume´riques obtenues avec le logiciel
MANLAB (e´quilibrage harmonique, re´gularisation).
Abstract :
We analyze, with nonlinear normal modes, the vibratory behaviour of structures subject to localized
contact conditions. The applications concerns components of nuclear station facilities. In this prospect,
we consider a system of one degree of freedom with unilateral impact, and a system of two degree
of freedom with bilateral contact. For both problems we compare reference analytical solution with
numerical ones obtained by MANLAB software (harmonic balance, regularization).
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1 Introduction
Les structures vibrantes incluant des conditions de contact a` jeu sont tre`s nombreuses dans les instal-
lations de centrale nucle´aire. A titre d’exemple, on peut citer les tubes Ge´ne´rateur de Vapeur (GV) qui
sous l’effet des forces fluide e´lastique de l’e´coulement diphasique secondaire ambiant viennent impacter
les plaques entretoises. L’e´tude de la dynamique de ces structures a pour but de de´terminer l’usure et
les risques d’instabilite´s.
Pour aborder ce type de proble`me, on conside`re des mode`les re´duits de structures e´lastiques line´aires
qui comportent un petit nombre de conditions de contact a` jeu localise´es. On mode´lise les forces de
contact en re´gularisant des lois line´aires par morceaux et en conservant certaines syme´tries. On se
trouve alors dans le cadre des structures e´lastiques non-line´aires re´gulie`res pour lesquelles on peut
de´finir et calculer une famille de modes non-line´aires (MNL) selon la de´finition de Shaw et Pierre [7]
et ses variantes [1][2], ou encore selon la de´finition de Rosenberg si les syme´tries sont suffisantes. On
peut e´galement utiliser directement le logiciel MANLAB [4] qui calcule les MNL par e´quilibrage har-
monique d’ordre e´leve´e. Dans la suite, on se limite pour l’instant a` un oscillateur a` un degre´ de liberte´
avec impact unilate´ral, et un oscillateur a` deux degre´s de liberte´s avec impact bilate´ral, repre´sentatif
du tube GV. Ces mode`les sont semblables a` ceux de [6][5].
Pour ces deux mode`les simples, on sait construire des solutions analytiques de re´fe´rence pour des lois
de contact non-re´gularise´es. Elles permettent d’e´valuer la qualite´ des solutions nume´riques obtenues
avec MANLAB qui reposent sur une re´gularisation et une troncature finie de la me´thode d’e´quilibrage
harmonique (MBH).
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Ces comparaisons vont permettre de maˆıtriser les parame`tres d’ajustement de la me´thode nume´rique,
qui sera la seule applicable sur des mode`les plus complexes.
2 Mode`le a` un degre´ de liberte´
Fig. 1 – Mode`le a` un degre´ de liberte´ avec impact unilate´ral.
Le mode`le e´tudie´ comprend une masse relie´e a` un ressort k qui peut impacter sur un ressort de raideur
K distant de e de la masse. On note u le de´placement de la masse et F la force de contact. Cette
dernie`re est non-re´gulie`re et s’e´crit F (u(t)) = 0 si u(t) ≤ e, K(u(t) − e) si u(t) > e. Pour faciliter
l’e´tude du mode`le, les variables t, u, et F sont adimensionne´es, τ =
√
kt, µ(t) = u(t)e , φ(u(t)) =
F (u(t))
ke
conduisant a`
µ¨(τ) + µ(τ) + φ(µ(τ)) = 0 (1)
Ces changements de variables permettent d’e´liminer la variable e, et font apparaˆıtre comme seul
parame`tre le rapport des raideurs K/k.
2.1 Calcul analytique des solutions pe´riodiques
On s’inte´resse ici au calcul des solutions pe´riodiques du syste`me (1) caracte´risant ainsi le mode non-
line´aire repre´sente´ dans l’espace des phases sous la forme d’une orbite pe´riodique. Le proble`me non-
line´aire est re´solu en conside´rant deux proble`mes line´aires l’un correspond a` µ(τ) ≤ 1 (hors impact),
et l’autre a` µ(τ) > 1 (pendant l’impact).
2.1.1 Mouvement de la masse hors impact
L’e´quation s’e´crit simplement
µ¨(τ) + µ(τ) = 0. (2)
S’appuyant sur les syme´tries des orbites cherche´es, on s’inte´resse au mouvement de la masse partant
en t = 0 de µ(0) = µmin et µ˙(0) = 0 et arrivant en t = T1/2 en µ(T1/2) = 1. Il est commode
d’introduire l’e´nergie me´canique E = 12 µ˙(0)
2 + 12µ(0)
2 du syste`me comme parame`tre ce qui donne
µmin = −
√
2E. La variable T1 (dure´e de la phase hors impact) est obtenue en re´solvant l’e´quation
alge´brique −√2E cos(T12 ) = 1 ce qui conduit a`
T1 = 2arccos(− 1√
2E
). (3)
2.1.2 Mouvement de la masse pendant l’impact
Dans ce cas, l’e´quation fait apparaˆıtre un terme forc¸ant
µ¨(τ) + µ(τ) +
K
k
(µ(τ)− 1) = 0 (4)
Pour simplifier les calculs, le changement de variable µˆ(τ) = µ(τ) − µeq est introduit ou` µeq = KK+k
de´signe le point d’e´quilibre statique de (4). Le meˆme raisonnement permet de caracte´riser la dure´e T2
de l’impact en re´solvant KK+k +
√
2kE
K+k cos(
√
k+K
k
T2
2 ) = 1 ce qui conduit a`
T2 = 2
√
k
K + k
arccos(
√
k
2E(K + k)
). (5)
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La pe´riode des solutions est donne´e par T1 + T2.
2.2 Approche des solutions pe´riodiques par re´gularisation et MBH
La mise en oeuvre de la me´thode nume´rique repose sur une re´gularisation de la force d’impact φ a` l’aide
de la fonction φη (de´finie de fac¸on implicite dans (6)) et la re´solution du syste`me alge´bro-diffe´rentiel
µ˙ = ν
ν˙ = −µ− φη
0 = −ηKk + φη(φη − Kk (µ− 1))
(6)
par une me´thode d’e´quilibrage harmonique d’ordre e´leve´ et la me´thode de continuation MAN (logiciel
MANLAB). Les parame`tres seront le nombre d’harmonique H et η << 1 qui de´termine la finesse de
re´gularisation des lois de contact.
2.3 Comparaison entre les solutions analytiques et nume´riques
Fig. 2 – Mode`le 1 DDL : solutions analytiques (en rouge) et nume´riques (en bleue).
La figure 2 re´sume les re´sultats obtenus avec k = 1, K = 1000 et η = 0.0001. Le choix de ce dernier
parame`tre re´sulte d’un compromis : il doit eˆtre suffisamment petit pour que la loi re´gularise´e φη
reste proche de φ, mais pas trop petit, sous peine d’utiliser un grand nombre d’harmonique. Pour
l’approche nume´rique, le nombre d’harmonique vaut successivement H = 1, 10, 20. On constate que
l’augmentation du nombre d’harmonique permet l’ame´lioration de la qualite´ de la solution nume´rique
pour estimer la pe´riode sur une large plage de l’e´nergie me´canique (premie`re ligne de la figure 2).
A noter que l’utilisation d’un seul terme dans le de´veloppement en harmonique est a` proscrire. Pour
E = 1, la comparaison des orbites pe´riodiques (deuxie`me ligne de la figure 2) et de la force d’impact
(troisie`me ligne de la figure 2) confirme l’importance et l’apport des harmoniques. Pour H = 10 ou
20, le temps de rebond est plus long et la force est plus faible que dans la solution de re´fe´rence,
globalement on obtient une orbite pe´riodique semblable a` celle qui est obtenue analytiquement.
3 Mode`le a` deux degre´s de liberte´
Le mode`le conside´re´ (voir figure 3) comprend deux masses (m1 et m2) et deux ressorts (k1 et k2).
La masse m1 peut impacter un ressort de raideur K distant de ±e. On note ui le de´placement de la
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masse mi pour i = 1, 2 et F la force d’impact de´finie par
F (u1(t)) =

K(u1(t)− e) si u1(t) > e
0 si |u1(t)| ≤ e
K(u1(t) + e) si u1(t) < −e
(7)
Fig. 3 – Mode`le a` deux degre´s de liberte´ avec impact bilate´ral.
Pour faciliter l’e´tude du mode`le, les variables t, u, et F sont adimensionne´es, τ =
√
k1
m1
t, µi(t) =
ui(t)
e ,
φ(u1(t)) =
F (u1(t))
k1e
conduisant a`{
µ¨1(τ) + µ1(τ) + k2k1 (µ1(τ)− µ2(τ)) + φ(µ1(τ)) = 0
m2
m1
µ¨2(τ) + k2k1 (µ2 − µ1) = 0
(8)
Ces changements de variables permettent d’e´liminer la variable e, et font apparaˆıtre comme seul
parame`tre le rapport des raideurs K/k1.
3.1 Calcul analytique des solutions pe´riodiques
Suivant la proce`dure applique´e pour le syste`me a` 1 DDL, le proble`me non line´aire est de´compose´
en trois proble`mes line´aires l’un correspondant a` |µ1(τ)| ≤ 1 (hors impact), l’autre a` µ1(τ) < −1
(pendant impact) et le dernier a` µ1(τ) > 1 (pendant impact). On notera T1 (respectivement T2 et
T3) le temps de parcours dans la phase 1 (respectivement 2 et 3). S’appuyant sur les syme`tries du
proble`me, T2 = T3. Pour calculer T1, on conside`re le mouvement partant du point ou` le de´placement
est nul dans l’espace des phases et arrivant au point d’impact, ce qui correspond a` une dure´e e´gale a`
T1/4. A partir du point d’impact, on continue jusqu’au point ou` la vitesse est nulle, on obtient alors
une dure´e e´gale a` T2/2. L’obtention de ces pe´riodes nous permet de faire un raccordement des solutions
pe´riodiques, et ainsi de´crire une famille d’orbites pe´riodiques dans l’espace des phases parame´tre´e par
l’e´nergie E de´finissant ainsi un mode non-line´aire.
3.1.1 Mouvement des masses hors impact
Dans ce cas, le syste`me devient,{
µ¨1(τ) + µ1(τ) + k2k1 (µ1(τ)− µ2(τ)) = 0
m2
m1
µ¨2(τ) + k2k1 (µ2 − µ1) = 0
(9)
Pour obtenir T1, on prend comme point de de´part µ1 = 0, µ˙1 = µ˙10 et µ2 = 0, µ˙2 = µ˙20. Les variables
µ˙10 et µ˙20 sont des inconnues qui restent a` de´terminer. Le syste`me (9) est re´solu en passant par la
base modale. La variable T1 qui caracte´rise l’instant d’impact de la masse m1 sur la bute´e conduit aux
e´quations suivantes
µ1(
T1
4
) = −1 et µ2(T14 ) = B (10)
ou` la variable B est une inconnue. Il est a` noter que dans ce proble`me, une condition implicite est
pose´e, celle que les deux masses passent en meˆme temps par ze´ro (en accord avec la de´finition de
Rosenberg des modes non-line´aires).
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3.1.2 Mouvement des masses pendant l’impact
Dans ce cas, le syste`me devient,{
µ¨1(τ) + µ1(τ) + k2k1 (µ1(τ)− µ2(τ)) + Kk1 (µ1 − 1) = 0
m2
m1
µ¨2(τ) + k2k1 (µ2 − µ1) = 0
(11)
Le point de de´part est le point d’arrive´e du proble`me pre´ce´dent hors impact. La me´thode de calcul
est identique a` celle du cas pre´ce´dent. Les solutions sont exprime´es en passant par la base modale. Le
point d’arrive´e correspond a` l’instant ou` les vitesses de deux masses sont nulles ce qui conduit aux
e´quations
µ1(
T2
2
) = C1 , µ˙1(
T2
2
) = 0 et µ2(
T2
2
) = C2 , µ˙2(
T2
2
) = 0 (12)
ou` C1 et C2 sont deux nouvelles inconnues.
Les six e´quations (10)(12) alge´briques faisant intervenir les sept inconnues T1, T2, µ˙10 et µ˙20, B, C1
et C2 sont re´solues par la MAN [3]. La pe´riode des solutions est donne´e par T1 + 2T2.
3.2 Approche des solutions pe´riodiques par re´gularisation et MBH
De la meˆme manie`re que le cas a` un degre´ de liberte´ la re´solution purement nume´rique de ce mode`le
a` deux degre´s de liberte´ passe par une re´gularisation de la fonction de contact φ.

µ˙1 = ν1
ν˙1 = −µ1 − k2k1 (µ1 − µ2)− φη
µ˙2 = ν2
m2
m1
ν˙2 = −k2k1 (µ2 − µ1)
0 = η(Kk1 )
2µ1 + φη(φη − Kk1 (µ1 − 1))(φη − Kk1 (µ1 + 1))
(13)
3.3 Comparaison entre les solutions analytiques et nume´riques
Fig. 4 – Solution analytique (en rouge) et nume´rique (en bleue) pour le premier mode. a) E´nergie
en fonction de la pulsation. b) Orbite pe´riodique dans l’ espace (µ1, dµ1dτ ). c) Orbite pe´riodique dans l’
espace (µ2, dµ2dτ ). d) Force de contact φ et son approximation φη en fonction du de´placement µ1.
On compare les solutions obtenues par le biais de quatre graphiques diffe´rents (figure 4), pour les
parame`tres suivants, k1 = 1, k2 = 1, K = 1000, η = 0.0001 et H = 30. On prend comme point de
de´part le premier mode line´aire (ω1 = 0.618) du cas sans impact (figure 4).
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L’e´nergie semble, dans un premier temps, diminuer le´ge`rement lorsqu’on augmente la pulsation. On
peut penser que cette diminution est due au fait que la vitesse de la masse m1 (coince´e entre les
bute´es) diminue tandis que l’autre reste constante.
On poursuit notre comparaison en partant du second mode line´aire (ω2 = 1.618). On utilise ici les
meˆmes valeurs des parame`tres sauf pour l’e´nergie E = 2.5.
Fig. 5 – Solution analytique (en rouge) et nume´rique (en bleue) pour le second mode.
Pour un meˆme nombre d’harmonique le second mode est mieux approche´ que le premier. Ceci est du
a` la complexite´ de l’orbite pe´riodique dans (µ1, dµ1dτ ) pour le premier mode (figure 4 b.). De la meˆme
manie`re que pre´ce´demment l’e´nergie commence par de´croitre le´ge`rement (figure 5 a.), du cette fois-ci
a une diminution de la vitesse pour la masse m2.
4 Conclusion et Perspectives
L’e´tude de ces cas discrets a permis de comparer des re´sultats analytiques aux re´sultats nume´riques
et de choisir les parame`tres H et η conduisant a` des approximations satisfaisantes des modes non-
line´aires. Ces travaux se poursuivront par le traitement de proble`mes continus de structures plus
complexes discre´tise´es par e´le´ments finis. On commencera par une poutre encastre´e soumise a` plusieurs
contacts localise´s.
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